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Abstrakt

Celem tej pracy jest zaprezentowanie wybranych zagadnien dotyczacych teo-
rii ciggdéw zonglerskich. Dziedzina ta powstata na bazie matematycznego opi-
su zonglerki znanego powszechnie pod nazwa notacja siteswap. W pracy tej
skupiamy sie na abstrakcyjnym matematycznym podejsciu opartym na defi-
nicji ciggdw zonglerskich jako pewnej klasy ciggéw skonczonych. Omawiamy
gtownie aspekty kombinatoryczne oraz teoriografowe jednak pojawiajg sie tez
nawigzania do zagadnien z teorii mnogosci, teorii liczb, jezykow formalnych
oraz algebry. Prezentujemy tez wyniki obliczen dla pewnego problemu NP-
Zupetego. We wstepie przedstawiamy aspekty historyczne zwigzkéw ma-
tematyki z zonglerka oraz pokazujemy w jaki sposéb z pewnego fizycznego
modelu zonglerki otrzymujemy model matematyczny powszechnie nazywa-
ny notacja siteswap. W rozdziale pierwszym definiujemy ciggi zonglerskie
bedace podstawowym elementem tej teorii oraz prezentujemy ich podstawo-
we wlasnosci. W szczegdlnosci omawiamy wyniki dotyczace zliczania ciaggdéw
zonglerskich oraz ich generowania a takze przedstawiamy podstawowe dla
tej dziedziny twierdzenie o wartosci sredniej. W rozdziale drugim utozsamia-
my ciagi zonglerskie z cyklami w pewnych grafach. Dzigki temu dowodzimy
regularnosci podzbioréw ciagéow zonglerskich. Badamy tez zagadnienia roz-
ktadu ciggéw zonglerskich analogiczne do rozktadu na liczby pierwsze i pre-
zentujemy wyniki obliczenn komputerowych. W trzecim rozdziale pokazuje-
my mozliwe uogolnienia ciggéw zonglerskich. Przedstawiamy tez struktury
algebraiczne dla pewnych podzbioréw ciggéw zonglerskich. W zakonczeniu
podsumowujemy tres¢ pracy i otrzymane wyniki. Przedstawiamy tez inne

kierunki badan tej teorii pojawiajace sie w literaturze.

Stowa kluczowe

ciagi zonglerskie, uogélnione ciggi zonglerskie, siteswap, kombinatoryka, zon-
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Wprowadzenie

0.1. Historia zwigzkéw matematyki

z zonglerka

Matematyka i zonglerka to dziedziny, ktére na pozoér nie maja nic wspolnego.
Matematyka to nauka dedukcyjna, Scista, wymagajaca niezwykle wytezonej
pracy umystowej. Mimo, ze zajmuje sie badaniem abstrakcyjnych bytéw, to
ze wzgledu na liczne zastosowania, nazywana jest krolowa nauk. Z drugiej
strony zonglerka jest traktowana jako forma sztuki, ale takze w dzisiejszych
czasach coraz czesciej jako dyscyplina sportowa. Wymaga znacznych umie-
jetnosci fizycznych, koordynacji ruchowej, szybkosci i precyzji. Co ciekawe,
zaréwno postugiwanie sie matematyka, jak i ¢wiczenie sztuk zonglerskich jest
prawdopodobnie tak stare jak ludzkoéé. Swiadeza o tym najrézniejsze zré-
dta archeologiczne i historyczne dotyczace zonglerki i sztuk cyrkowych, jak

rowniez matematyki i weze$niejszych prymitywnych form liczenia.

“W starozytnym Egipcie juz okoto 4600 roku p.n.e. nad Nilem prezen-

towali swoje umiejetnosci kuglarze” [12].

« “Evans wykazal, ze przedstawienia o charakterze cyrkowym byly pre-

zentowane publicznie juz okoto 2400 roku p.n.e.” [12].

o “Najstarsze obrazkowe przedstawienia zonglerki pochodza z egipskiego
grobowca w Beni Hassan i sa datowane na lata 1994-1781 p.n.e.” [13].

Ich fragment przedstawiamy na rysunku 1.

o Ko$é¢ z Lebombo, jeden z najstarszych obiektéw matematycznych, kto-

rego wiek szacuje sie na 37000 lat [10].

o Joran Friberg, historyk matematyki uwaza, ze twierdzenie Pitagorasa
byto znane juz przez matematykéw z czaséw pierwszej dynastii Babi-
lonu okoto 2000 roku p.n.e. [8].
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Rysunek 1. Rysunek z grobowca w Beni Hassan

Dziedziny te, mimo tak dtugiej historii, rozwijaty sie zupetnie niezaleznie
az do okoto 1980 roku, kiedy to wybitny matematyk i jeden z tworcow
informatyki teoretycznej, a hobbistycznie takze zongler, Claude E. Shannon
przedstawit pierwsze wyniki opisujace zonglerke w sposéb matematyczny.
Zostaly one znacznie pézniej opublikowane w [18].

Przelomowym momentem okazalo si¢, opracowanie, okoto roku 1985,

niezaleznie przez trzy grupy naukowcéw [4]
o Paul Klimek w University of California, Santa Cruz,

« Bengt Magnusson i Bruce Tiemann w California Institute of Technolo-

gy,
o Mike Day, Colin Wright i inni w University of Cambridge,

notacji popularnie zwanej siteswap, ktéra data podstawy ciggom zonglerskim
i teorii bedacej przedmiotem tej pracy.

Notacja ta, mimo mocno uproszczonego podejscia do zagadnienia zonglo-
wania jak i matematycznej formy, zdobyta bardzo duza popularno$é¢ wérod

wspotezesnych zongleréw miedzy innymi dlatego, ze:

o umozliwia tworzenie nowych trickow zonglerskich;
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e pomaga w nauce trickow trudnych;

o utatwia komunikacje, nawet pomiedzy osobami nie moéwigcymi tym

samym jezykiem;

o daje mozliwos¢ analizy trickéw zonglerskich na wiele sposobéw, na

przykltad pod katem trudnosci [1];

« umozliwia wizualizacje trickow zonglerskich za pomoca animacji kom-

puterowych.

W kolejnym podrozdziale przedstawiamy koncepcje notacji siteswap i to

w jaki sposob opisuje ona zonglerke.

0.2. Podstawy notacji siteswap

W celu skonstruowania notacji matematycznej przedstawiamy definicje zon-

glerki jako pewnego procesu fizycznego.

Definicja 1 (Zonglerka klasyczna).

Niech bedg dane pewne dyskretne, rowno odlegte momenty czasu'lT = 7. Wie-
dy zZonglerkq klasyczng nazywamy proces fizyczny polegajocy na wyrzucaniu
i tapaniu pewnej liczby przedmiotow, przy uzyciu okreslonej ilosci rgk, ktory

spetnia ponizsze warunki.
J1 Wyrzuty odbywajq sie jedynie w dyskretnych momentach t € T,
J2 Wyrzuty wykonywane sq na zmiane kolejnymi rekams,

J3 Zlapanie wyrzuconego przedmiotu zawsze nastepuje w pewnym momen-

cie, niekoniecznie dyskretnym, nie wczesniejszym niz wyrzut,
J4 W kazdej chwili w rece znajduje sie co najwyzej jeden przedmiot,

J5 Caly proces zZonglowania jest okresowy i potencjalnie nieskonczony.
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Rysunek 2. Zonglerka trzema pilkami

Zauwazmy, ze nie ograniczamy sie tu do zonglerki dwiema rekami, wiec
definicja jest poprawna takze dla zonglerki wieloosobowej. Ponadto nie jest
dla nas istotne miejsce w przestrzeni, w ktorym nastepuja wyrzut i ztapanie
ani nawet sam tor ruchu przedmiotu w czasie zonglowania. Co zaskakujace,
do zonglowania nie jest potrzebna nawet grawitacja, co pokazat Don Williams

zonglujac na poktadzie wahadtowca Discovery w 1985 roku [9)].

Definicja 2 (Notacja siteswap).

Na podstawie definicji 1 mozemy zdefiniowac odpowiadajgcy jej cigg w notacji
siteswap nastepujgco. Dla kazdego momentu t € T okreslamy po jakim czasie
przedmiot wyrzucony w danym momencie zostanie wyrzucony ponownie. Po-

mimo, ze pomiedzy wyrzutami nastgpito oczywiscie ztapanie, to jego czas nie
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Rysunek 3. Zonglerka czterema pilkami

bedzie wwzgledniany w notacji. Poniewaz wyrzuty zachodzq zawsze w chwili
t €T, to otrzymana liczba bedzie catkowita. Ponadto, ze wzgledu na fakt, iz
zatapanie nastepuje po wyrzucie, a kolejny wyrzut po ztapaniu, to bedzie to
liczba naturalna. Dodatkowo, jesli w pewnym momencie t € T' nie nastgpil
wyrzut, to wtedy przyjmiemy warto$¢ 0. Obliczajgc powyisze wartosci dla
kazdego t € T, otrzymujemy pewien nieskonczony ciqg j : Z — N. Poniewaz
zatozylismy, Ze zZonglerka jest zjawiskiem okresowym, to rowniez otrzymany
ciqgg bedzie okresowy. Wtedy siteswapem nazwiemy cigg skoriczony s ztoZony

Z wyrazow ciqggu j z pewnego jeqo okresu.

Powyzsza definicja, ze wzgledu na rézne mozliwosci wyboru poczatku
okresu, okazuje sie niejednoznaczna. Wynika to z faktu, ze zonglerzy utoz-
samiaja siteswapy, ktére sa swoimi obrotami bitowymi (zobacz definicja 8),

jak i kilkukrotne powtdrzenia tego samego ciagu.

Przyktlad 1.

Zatozimy, ze Zonglujemy trzema pitkami: czerwonq, zielong © niebieskq. Niech
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kolejnosé wyrzutow w tricku wyglgda nastepujgco: czerwona, zielona, niebie-
ska, niebieska, zielona, czerwona, po czym wzor sie powtarza. Pod kazdym
wyrzutem zapisujemy po jakim czasie dana pitka zostanie ponownie wyrzuco-

na i otrzymujemy siteswap.

Tabela 1.

Widzimy wiec, ze dla tego triku otrzymanym siteswapem jest cigg 531.

Przyklad 2.
Rozpatrzmy kolejny analogiczny przyktad dla czterech pilek: czerwonej, zielo-
nej, niebieskiej i biatej. Niech kolejnosé wyrzutow w tricku wyglgda nastepu-

jaco: czerwona, zielona, niebieska oraz biata, po czym caly wzor sie powtarza.

Tabela 2.

Dla tego triku otrzymanym siteswapem jest cigg 4.

Pomimo, ze w mowie potocznej, szczegdlnie wérod zongleréw, przyjeta sie
nazwa siteswap, to w pozostaltej czesci pracy ciggi takie nazwiemy ciggami
zonglerskimi od angielskiego sformutowania juggling sequences, uzywanego
w literaturze naukowej. Co wiecej, nie utozsamimy ciagéw zonglerskich, ktore
sg swoimi obrotami bitowymi lub wielokrotnymi powtorzeniami tego samego
ciggu.

Mimo, ze nasze rozwazania przedstawiane we wstepie bazuja na definicji
zonglerki, to w gtéwnej czesdci pracy zajmujemy si¢ badaniem ciggiem zon-
glerskich jako pewnych specyficznych ciagéw liczbowych. W tym celu przed-
stawiamy w rozdziale pierwszym réwnowazna, abstrakcyjng definicje ciagdéw

zonglerskich.



ROZDZIAL 1

Podstawowe definicje i twierdzenia

W ponizszym rozdziale przedstawiamy matematyczna definicje ciagu zongler-
skiego i pewnych zbiorow ciggdéw zonglerskich o okreslonych wtasnosciach.
Nastepnie prezentujemy podstawowe dla tej teorii twierdzenie o wartosci
Sredniej. W dalszej czesci dosé szczegotowo omawiamy aspekty zliczania cia-
géw zonglerskich. Na zakoniczenie rozdziatu pierwszego przedstawiamy meto-
dy sprawdzania i generowania ciggéw zonglerskich oraz dowodzimy twierdze-
nie o wartosci $redniej w bardziej ogélnej postaci. Przyjmujemy, dla uprosz-

czenia notacji, ze zero jest liczbg naturalna.

1.1. Wstepne definicje

Definicja 3 (Ciag zonglerski).

Cigg liczb naturalnych (s;)i, dlugo$ci n nazywamy ciggiem Zonglerskim,
jesli dla kazdych dwdch roznych indeksow sumy wyrazu i jego indeksu majg
rozne reszty przy dzieleniu przez n. Zbior wszystkich takich ciggow bedziemy

oznaczal przez S, czyli przyjmiemy, ze

S={(s;))i.; €N": V¥V  s;+j#s,+k (modn), neN} (1.1)
1<j#k<n
Dla uproszczenia zapisu zamiast (s1, So, . .., Sy) bedziemy, kiedy nie prowadzi

to do dwuznacznosci, pisac s15s. .. Sy,.

Definicja 4 (Ciagi zonglerskie ograniczone).
Niech m bedzie liczbg naturalng. Cigg Zonglerski s = s1So...8, bedziemy
nazywac ograniczonym przez parametr m, jesli s; < m dla i =1,...,n. Zbior

takich ciggow Zonglerskich bedziemy oznaczac przez S™, czyli przyjmiemy, Ze

11
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S™"={(s)i.; €S: V s <m,n €N} (1.2)

1<i<n

Definicja 5 (Ciag zonglerski o ustalonej dtugosci).
Diugosciq ciggu Zonglerskiego s = s1So...5s, nazywamy liczbe n, czyli ilosé
wyrazow tego ciggu. Dla ustalonej wartosci naturalnej n zbior ciggéow Zon-

glerskich dtugosci n bedziemy oznaczaé przez S,.

Definicja 6 (Ciagi zonglerskie o okreslonej $redniej).
Wartoscig Srednig ciggu Zonglerskiego s = 51So...S, nazywamy Sredniq
arytmetyczng jego wyrazow. Zbior ciggow zonglerskich o Sredniej rownej

pewnej liczbie naturalnej a oznaczymy przez S, czyli przyjmiemy, Ze

n
S=A{(si)iL, €S Zsi/n:a, n € N}. (1.3)
i=1

W tym miejscu uwazny czytelnik moégtby zdziwié¢ sie, dlaczego parametr
przyjmuje jedynie warto$ci naturalne, mimo iz srednia arytmetyczna taka
by¢ nie musi. Stanie si¢ to jasne wkrétce, po przedstawieniu twierdzenia
o wartosci Sredniej. Oprocz tego mozemy konstruowaé zbiory ciggdéw zon-
glerskich, ktére spetniaja jednoczes$nie kryteria z kilku powyzszych definicji,

co prowadzi do okreslenia nastepujacych podzbioréw: S*, S™ S . S".

na taTnlan

1.2. Twierdzenia o wartosci sredniej

Twierdzenie 1 (O wartosci $redniej).

Wartosé srednia kazdego ciggu zZonglerskiego jest liczbg naturalng.

Dowodd tego twierdzenia przedstawimy w dalszej czesci tekstu w bardziej
ogolnej postaci. Bezposrednio z twierdzenia 1 wynika nastepujacy trywialny

wniosek.
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Whniosek 1.
Posiadanie $redniej, bedgcg liczbg naturalng, jest warunkiem koniecznym na

to, by cigg byl ciggiem Zonglerskim.

W zastosowaniach praktycznych sprawdzenie tego warunku moze by¢ du-
7o tatwiejsze niz sprawdzanie z definicji. Analizujgc tres¢ twierdzenia o war-
tosci Sredniej, naturalnie nasuwajacym sie pytaniem jest to czy implikacja
przeciwna jest prawdziwa. Jak tatwo odgadnaé¢, odpowiedz na to pytanie jest
negatywna. Prostym kontrprzyktadem moze by¢ ciag 321, ktéry oczywiscie
ma Srednig arytmetyczng wynoszaca 2, jednak nie jest on ciggiem zongler-
skim poniewaz 3 + 1 = 2 + 2 (mod 3). Prawdziwa jest natomiast stabsza

wersja twierdzenia, ktéra przedstawiamy ponizej.

Twierdzenie 2 (CzeSciowe odwrdcenie twierdzenia o wartosci $redniej).

Niech a = ajasy...a, bedzie ciggiem liczb naturalnych, takim Ze S$rednia
arytmetyczna jego wyrazow jest liczbg naturalng. Wtedy istnieje permutacja
m:{1,2,...,n} = {1,2,...,n} taka, Ze cigg ar)ar(2) - .. Qr@n) jest ciggiem

zonglerskim.

Formalny dowdd tego twierdzenia przedstawiono w [17, s. 30 - 34].

1.3. Zliczanie ciggdéw zonglerskich

Jak tatwo zauwazy¢, ze wprost z definicji oraz z twierdzenia o wartosci
sredniej wynikajg zawierania przedstawione na diagramie 1.1, w ktérym

strzatki oznaczaja inkluzje zbiorow.

Whniosek 2 (Zawierania i podzial ciagdéw zonglerskich).

Dla roztgcznych sum mmnogo$ciowych prawdziwe sq ponizsze réwnosci

S= U ,S= U S, (1.4)
a€eN neN
s = U S™ (1.5)
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aSm > S™
Sit———| S]? oS > S
Sn 'S,

Rysunek 1.1. Diagram zawierania zbioréw

Stwierdzenie 1 (Moc zbioréw ciagéw zonglerskich).
Niech a,n i m bedq liczbami naturalnymi, takimi Ze n jest dodatnie i a jest nie
wigksze niz m. Wtedy zbiory S,S,,S™, S i ,S™ sq¢ mocy alef zero, a zbiory

Sph .S, @ Syt sq skoriczone.

n a-n

Dowod. Wszystkie powyzsze klasy, jako podzbiory ciggdéw skonczonych o war-
tosciach naturalnych sa, przeliczalne.

Poniewaz nieskonczony przeliczalny ciag a, aa, aaa, ... jest ciagiem elemen-
tow ze zbioru ,S™, wiec | ,S™| = Ry. Z zawieraii przedstawionych na rysunku
1.1 wynika takze, ze |S| = |S™| = | ,S| =|,S™| = X,. Podobnie nieskoncze-

nie wiele ciggdéw postaci

000...0, 111...1, 222...2,
—_— S

n razy n razy n razy

nalezy do zbioru S, wigc takze | S,,| = No. Z prostego oszacowania otrzymu-

jemy | ST <SP < mn < Ny oraz |, S,| < an? < V. O

W stwierdzeniu 1 pokazalismy, ze zbior ciagdéw zonglerskich o okreslonej
dhugosci n i ustalonej sredniej a jest skoniczony. Ponizej przedstawiamy duzo

silniejsze twierdzenie pokazujace dokladng liczbe elementéw w zbiorze S, .
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Twierdzenie 3 (Ilos¢ ciagdéw zonglerskich).
Dla dowolnych liczb naturalnych a i n zbior S, ma doktadnie (a +1)" — a”

elementow.

Dowdd tego faktu mozna znalezé w [15, s. 19 - 24].

Fakt 1.
Niechs = s155 ... 8, bedzie dowolnym ciggiem Zonglerskim o diugo$cin i sred-

niej a. Wtedy:

1. Po dodaniu dowolnej liczby catkowitej z do kazZdego wyrazu ciggu
S = $189...8, rowniez otrzymamy cigg zonglerski s = (s1 + z)(s2 +
2)...(sp + 2) o Sredniej réownej a + z, o ile tylko nie spowoduje to

pojawienia sie ujemnych wyrazow w ciggu.

2. Po dodaniu (odjeciu) n do jednego dowolnie wybranego wyrazu ciggu
rowniez otrzymamy cigg Zonglerski o Sredniej o jeden wiekszej (mniej-
szej), o ile przy odejmowaniu nie pojawiq sie wyrazy ujemne. Oznacza
to, ze kazdy z ciggéw (s1+n)Sy ... Sp, S1(Sa+m) ... Spy oo, 8182 .. (Sp+
n) jest ciggiem zonglerskim o $redniej a + 1, a kazdy z ciggow (s; —
N)Sg ... Sn,S1(Sa—=n) ... Sn,...,8182...(s,—n) jest ciggiem Zonglerskim

o sredniej a — 1, o ile Zadna z liczb s; —n nie jest ujemna.

1.4. Generowanie ciggéw zonglerskich

Definicja 7 (Operacja siteswapu).

Niech a = ajas . . . a, bedzie ciggiem o dlugosci wiekszej niz jeden. Wtedy dla
dowolnych dwoch dodatnich liczb catkowitych v oraz j, takich zZe i < 7 < n,
ktore ponadto spetniajg nierownosé j —1 < a;, okreslamy siteswap jako nowy

cigg S; j(a) postaci

aj+j—i, k=i
(Sij@))e =19 a;+i—j, k=

ag, s w przeciwnym przypadku.
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Analogicznie definiujemy operacje odwrotng Sifjl dang wzorem

—1
Definicja 8 (Operacja obrotu bitowego).

Obrotem bitowym O ciggu a = ayas . ..a,_1a, 0 diugosci co najmniej dwa
i wyrazach naturalnych nazywamy nowy cigg O(a) = ay,aias . .. a,—1. Podob-

nie mozemy zdefiniowaé operacje odwrotng O~' postaci
O~ '(a) = azasay . .. aya;.

Jak tatwo zauwazyé O(O~') = O71O) =id oraz O" = O™ =id.

Lemat 1 (Wewnetrzno$é operacji siteswapu i obrotu bitowego).
Operacje siteswapu ¢ obrotu bitowego oraz odpowiadajgce im operacje odwrot-

ne, zamieniajg ciqgi zonglerskie na ciggi Zonglerskie zachowujgc ich srednig.

Przedstawimy teraz algorytm, ktory dla danego ciagu decyduje czy jest

on ciagiem zonglerskim.

Algorytm 1 (Algorytm sptaszczajacy [15, s. 10]).
Niech b = (biby ... by,) bedzie ciggiem liczb naturalnych.

1. Jesli a jest ciggiem statym, zakoricz i wydrukuj odpowiedZ, Ze cigg
wejsciowy byt ciggiem zZonglerskim. W przeciwnym przypadku przejdz

do punktu drugiego.

2. Niech m bedzie najwiekszym wyrazem ciggu. Wykonuj obrot bitowy
az do momentu kiedy a; = m oraz as < m. Jesli a; — ay = 1
zakonicz i wydrukuj, Ze cigg wejsciowy nie byl ciggiem Zonglerskim.

W przeciwnym wypadku przejdz do punktu trzeciego.

3. Wykonaj operacje siteswapu dla pierwszych dwoch wyrazow ciggu po

czym przejdz do punktu pierwszego.
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Zauwazmy, ze powyzszy algorytm jest poprawny. Trzeci krok zmniejsza
warto$é¢ jednego z maksymalnych wyrazow ciggu o jeden oraz zwieksza o je-
den wyraz mniejszy od maksymalnego o co najmniej dwa. W zwigzku z tym
algorytm zawsze sie konczy. Jedli ciag wejSciowy byt ciagiem zonglerskim, to
uzywajac jedynie operacji przeksztatcajacych ciagi zonglerskie na ciagi zon-
glerskie, algorytm nie moze zakonczy¢ sie w kroku drugim, bo cigg tej po-
staci nie jest ciagiem zonglerskim. Oczywiscie réwniez dla ciggu wejsciowego
nie bedacego ciagiem zonglerskim algorytm nigdy nie zakonczy si¢ w kroku

pierwszym, co dowodzi poprawnosci algorytmu.

Twierdzenie 4 (Generowanie ciagéw zonglerskich [15, s. 10]).
Kazdy cigg Zonglerski o dlugosci n © Sredniej a moze byé wygenerowany ze
stalego ciggu b = (biby...b,) = (aa...a) przez operacje siteswapu i obroty

bitowe.

Dowdd. Algorytm splaszczajacy przedstawiony powyzej, sprowadza dowolny
ciag zonglerski poprzez operacje siteswapu i obroty bitowe do ciggu statego.
Poniewaz mozemy odwrdécic¢ te operacje, to dowolny ciag zonglerski otrzyma-

my z ciggu statego odwracajac algorytm. Il

1.5. Zliczanie ciggéw zonglerskich w postaci
uogolnionej

W twierdzeniu 3 podaliémy moc zbioru ciggdéw zonglerskich o sredniej rownej
a i dlugosci n. W praktyce jednak czesto stosuje si¢ nastepujace dwa uprosz-
czenia. Po pierwsze nie rozrézniamy ciggéw zonglerskich, ktére sa swoimi
obrotami bitowymi. Ponadto odrzucamy te ciagi, ktérych okres podstawowy
jest mniejszy niz n. Wtedy zasadnym staje sie pytanie o ilo$¢ elementéw tak
zmniejszonego zbioru. Odpowiedz przedstawiamy ponizej w formie twierdze-

nia pochodzacego z [16].
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Definicja 9 (Funkcja p Mobiusa).
Dla catkowitej liczby dodatniej n i jej rozktadu na iloczyn réinych liczb
pierwszych p;,

€1 .62

n=pi'py oy,

niech p: Z, — {—1,0,1} bedzie funkcjq takq, Ze

(—=1)", gdy wszystkie e; sqg rowne jeden,
p(n) = .
0, w przeciwnym przypadku.
Definicja 10 (Wielomiany Mobiusa).
Dla kazdej liczny naturalnej n > 0 definiujemy n-ty wielomian Mébiusa
M, (x), gdzie
M, (z) =Y p(n/d)z”.
din

Twierdzenie 5.
Po przyjeciu uproszczen przedstawionych powyzej zbior ciggow zZonglerskich

dlugoscin i o Sredniej a jest mocy (M, (a+ 1) — My(a)).

1.6. Uogdlnione twierdzenie o wartosci
Sredniej

Przedstawimy teraz bardziej ogdlng postaé twierdzenia o wartosci Sredniej.

Do tego potrzebne beda nam ponizsze definicje.

Definicja 11 (Funkcja zonglerska).

Funkcjqg zZonglerskq nazywamy funkcje f : 7 — 7 takq, Ze f jest permutacjq
zbioru Z oraz dla kazdego v € 7 zachodzi f(x) > x. Definiujemy réowniez
funkcje wysokosci df : 7. — 7, gdzie df (x) = f(x) — x dla kazdego x € Z.
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Rysunek 1.2. Orbity funkcji zonglerskiej reprezentujacej ciag 531

4 4

0 0

Rysunek 1.3. Orbity funkcji zonglerskiej reprezentujacej ciag 420

Definicja 12 (Okresowa funkcja zonglerska).
O funkcji Zonglerskiej f mowimy, Ze jest funkcjq okresowq o okresie n, jesli
'VZZ. =j (mod n) = df(i) = df (j).
1,)€
Zauwazmy, ze istnieje odpowiednio$¢ miedzy ciggami zonglerskimi i funk-

cjami wysokosci okresowych funkeji zonglerskich.

Definicja 13 (Orbita).
Niech f bedzie dowolng funkcjg Zonglerskq. Niech ~ bedzie relacjg w zbiorze
Z, gdzie dla a,b € Z zachodzi

a~b <= 3 b= f"(a).

neL

Mozna pokazaé, ze relacja ta jest relacjg réwnowaznosci w zbiorze Z. Jej
klasy abstrakcji nazywamy orbitami. Przez orb(f) oznaczamy liczbe orbit,

ktore nie sa jednopunktowe.
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Twierdzenie 6 (Uogdlnione twierdzenie o wartosci $redniej [15, s. 13-14]).
Niech f bedzie funkcjqg Zonglerskq takq, Ze jej funkcja wysokosci df jest

ograniczona. Wtedy

gdzie granica przebiega po wszystkich odcinkach I = {a,a+1,...,b} C Z.

Dowdd. Poniewaz df jest ograniczona, to istnieje M = max{df(x) : © € Z}.
Wezmy przedzial I = [a, b] taki, ze |I| > M. Wtedy kazda niejednopunktowa
orbita ma element w I. Poniewaz orbity sa roztaczne, liczba orbit niejedno-
punktowych jest skonczona. Mozna pokazac, ze dla kazdej niejednopunktowe;j
orbity O zachodzi

I +1=M< Y df(z) <[] -1+ M.
zelINO

Dodajemy do siebie nieréwnosci dla wszystkich orbit niejednopunktowych

i dzielimy stronami przez |I| dzigki czemu otrzymujemy

orb(£)([1|+1~ M) _ e df(@) _ orb(£)(1] — 1+ M)
1] =T s 1]

Przechodza w granicy z |I| do nieskonficzonosci otrzymujemy teze twierdzenia.

]

Bezposrednio z twierdzenia, wynika, ze jesli f jest zonglerska funkcja

okresowa to prawdziwe jest twierdzenie 1.



ROZDZIAYL 2

Diagramy stanéw i ciggi zonglerskie

pierwsze

2.1. Diagramy stanéw

2.1.1. Stan ciggu zonglerskiego

Definicja 14 (Stan ciagu zonglerskiego).

Zatézimy, Ze a i m sq liczbami naturalnymi, takimi ze a < m. Niech [M™
bedzie zbiorem wszystkich ciggow binarnych dtugosci m, w ktorych wystepuje
doktadnie a jedynek. Wtedy definiujemy funkcje stanu ¢ : ,S™ — M™,
ktéra ciggowi zZonglerskiemu s = s18y...8, € ,S™ przyporzqdkowuje cigg
¢(s) = (¢(s))1(d(s))z - (4(8))m € M™, gdzie

(6(s)i=1 <= 3 Ji=s;—(n—j)— (kn).
je{l,...,n} kEN

Poniewaz obliczanie stanu ciggu zonglerskiego wprost z definicji jest sto-
sunkowo skomplikowane, przedstawiamy ponizej, w postaci przyktadu, prosta

metode graficzna.

Przyktad 3 (Wyznaczanie stanu ciagu zonglerskiego).

Niech s € ,S™. W lewym gornym rogu tabelki zapisujemy cigg zZonglerski
powtarzajgc go tyle razy, by tgczna dlugosé byla nie mniejsza od m. Prze-
dtuzamy tabele o m pustych miejsc w prawo. Nastepnie dla kazdej komork:
w gornym wierszu, wstawiamy jedynke w dolnym wierszu przesunietq o tyle
pozycji w prawo, ile wynosi wartos¢ w danej komorce. Po zakonczeniu uzu-
petniamy dolny wiersz zerami. Stan ciggu zZonglerskiego odczytujemy z dolnej
prawej czesci tabeli. Procedure tatwo zrozumieé patrzgc na przyktadowe tabele
2.112.2.

21
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Tabela 2.1.
511151151
0(011]0|1{1f21{1]0|1/0
¢(51):11010
Tabela 2.2.

7531|7531
ojojoyo0j1rj{1}j1}j1y1{1{1;1;0(0/|0

¢(7531) = 1111000

Definicja 15 (Stany posrednie ciggu zonglerskiego).
Dla ciggu Zonglerskiego s = $18s ..., Stanami posrednimi nazywamy stany

ciggéw zonglerskich s,0~1(s), 072(s),...,07""(s), czyli odpowiednio

6(s),6(07(s)), 6(07%(8)), ..., 6(O ™" (s)).

Czasami by unikngc¢ nieporozumien bedziemy stan nazywac stanem glownym

dla odroznienia od innych standow posrednich.

Poniewaz definicja stanu gtéwnego i stanéw posrednich jest malto intu-
icyjna dlatego warto mysle¢ ze stany posrednie sa okreslone pomiedzy od-
powiednimi wyrazami ciggu zonglerskiego s = s1s5...5,. Dodatkowo stan
gtowny jest okreslony przed i po catym ciggu s co zostato przedstawione na

ponizszym schemacie.

¢(s) $(O~'(s)) $(O7*(s)) GO~ (s)) ¢(s)
i 3 3 i g

S1 S9 e Sn

Lemat 2 (Liczba stanéw).

Dla dowolnych liczb naturalnych a @ m, gdzie a < m, zachodzi | M™| = (ZL)
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1
4 4 3 0
7 ™
0011 21 2 1100 1010 0101
\/
0 0 1 4
Y
0110 3

Rysunek 2.1. Graf stanéw dla ,S*

2.1.2. Graf stanow

Zdefiniujemy teraz strukture, ktora umozliwi badanie ciagéw zonglerskich za

pomoca metod teorii graféw.

Definicja 16 (Graf stanéw).

Dla dowolnych liczb naturalnych a i m, gdzie a < m, definiujemy skiero-
wany graf stanow G™ = (M™ E), w ktérym wierzcholkami sq mozliwe
stany ciggow zZonglerskich ze zbioru ,S™. Aby skonstruowac krawedzie, dla
kazdego wierzchotka etykietowanego stanem M = MM,y ... M,,, bedziemy
postepowac nastepujgco. Jesli My = 0, to z tego wierzchotka bedzie wycho-
dzi¢ doktadnie jedna krawedZ z etykietq 0 do wierzchotka bedgcego obrotem
cyklicznym O~ (M). W przeciwnym przypadku bierzemy pod uwage pomocni-
czy cigg X = MyMs ... M,,0. Zamiana dowolnego zerowego elementu ciggu
X na jedynke spowoduje powstanie pewnego stanu M'. Lgczymy krawedziami
stan M z kazdym z moZliwych standw M’ przy czym etykietq danej krawedzi

bedzie indeks zamienianego elementu ciggu X.

Twierdzenie 7 (Ciagi zonglerskie w grafie stanéw).
Dla dowolnych liczb naturalnych a im, gdzie a < m, kazdy cigg Zonglerskis €

S™ jest reprezentowany przez etykiety krawedzi pewnego cyklu w grafie standw
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Rysunek 2.2. Graf stanéw dla 5S°

.G™. Dodatkowo, wierzchotki, przez ktore przechodzi dany cykl, reprezentujq

stany posrednie danego ciggu zZonglerskiego.

Dla uzasadnienia zauwazmy, ze na podstawie odpowiedniego stanu po-
sredniego i nastepujacego po nim wyrazu ciggu zonglerskiego mozemy jedno-
znacznie okresli¢ nastepny stan czesciowy analogicznie do definicji krawedzi
w grafie stanéw. Podobnie stan zalezy od ostatniego stanu posredniego i

ostatniego wyrazu ciggu.

Twierdzenie 8 (Regularno$¢ ciagéw zonglerskich).
Dla dowolnej liczby naturalnej m zbior S™ jest jezykiem reqularnym, czyli

jezykiem typu trzeciego w hierarchit Chomsky’ego.

Dowaod. Wezmy liczbe naturalng m dowolnie ustalong. Z wniosku 2 wiemy,

ze Sm ="

a0 oS . Poniewaz jezyki regularne sa zamkniete na sumy wystar-

czy pokaza¢, ze ,S™ € REG dla kazdego a < m . Jako, z¢ kazdemu z ciaggéw
zonglerskich w S™ odpowiada jeden stan ¢ € ,M™ wybrany sposrod (’Z)
mozliwych, to, korzystajac po praz kolejny z zamknietosci sumy, wystarczy
pokazaé, ze ciagi zonglerskie o okreslonym stanie ¢ sa regularne. Przypo-

mnijmy teraz, ze siteswapy nalezace do ,S™ o stanie ¢ sg reprezentowane



2.2.  Ciggi zonglerskie pierwsze 25

przez cykle w grafie ,G™ rozpoczynajace si¢ w wierzchotku odpowiadajacym
stanowi ¢. Mozemy zatem zdefiniowa¢ automat skonczony na bazie grafu
,G™, w ktérym stanem poczatkowym, jak i jedynym stanem akceptujacym,
bedzie stan odpowiadajacy ¢. Automat taki bedzie akceptowaé jedynie stowa
odpowiadajace etykietom krawedzi cykli a te reprezentuja oczywiscie ciggi
zonglerskie o stanie ¢. Na mocy istnienia automatu skonczonego jezyk jest

regularny co konczy dowdd. ]

2.2. Ciagi zonglerskie pierwsze

Definicja 17 (Ciagi zonglerskie pierwsze i ztozone).
Niech a i m bedg liczbami naturalnymsi takimi, Ze a < m. Mowimy, Ze cigg
zonglerski s = s185...5, € ,S™ jest zloZony, jesli istniejq ciqgi Zonglerskie

[N A | / no__ LI 2 y m > S [ /) .
s' = s15y...5; oraz 8" = s{sy...s] nalezgce do S™ takie, Ze s = §'s", czyli

_ ! ol [N/N/j "
8182...8n — 8182...87;8182...8'.

7. W przeciwnym wypadku méwimy, Ze cigg

zonglerski jest pierwszy.

Twierdzenie 9.
Cligg Zonglerski s jest pierwszy wtedy @ tylko wtedy, gdy jego wszystkie stany

posSrednie sq parami rozne.

Twierdzenie 10.

W grafie stanow ciggom Zonglerskim pierwszym odpowiadajg cykle proste.

Whniosek 3.
Niech a im bedg liczbami naturalnymi takimi, Ze a < m. Wtedy liczba ciggow

zonglerskich pierwszych w ,S™ jest skonczona.

Twierdzenie 11 (Faktoryzacja ciagéw zonglerskich).
Kazdy cigg Zonglerski moze byc przedstawiony jednoznacznie jako konkatena-

cja ciggow zZonglerskich pierwszych.

Powyzsze twierdzenie mozna uznaé¢ za analogiczne do podstawowego
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twierdzenia arytmetyki. Ze wzgledu jednak na fakt, ze liczba siteswapow
pierwszych jest skonczona pojawia sie wiele naturalnych pytan o ich postac,
ilos¢ i inne wtasnosci. Jedno z nich w szczegdtach przedstawiamy w nastep-

nym podrozdziale.

2.2.1. Ciagi zonglerskie pierwsze o maksymalnej

dlugosci

Jednym z ciekawych zagadnien jest pytanie jaka dtugo$¢ moze mieé cigg zon-
glerski w ,S™ dla ustalonych liczba a i m takich, ze a < m. W ponizszej sekcji
omawiamy te zagadnienia bazujac na [2]. Pierwszym trywialnym ogranicze-
niem gérnym dlugosci siteswapu pierwszego jest ilos¢ wierzchotkéw w grafie
stanow ,G™ wynoszaca (T:) Wynika to z faktu, ze dtugosé¢ cyklu proste-
go w grafie nie moze by¢ wieksza niz ilo$¢ wierzchotkow grafu. Okazuje sie
jednak, ze to ograniczenie jest stabe. W dalszej czesci przedstawimy doktad-
niejsze ograniczenie, ktore jest osiggane dla niektorych zbiorow siteswapow.

W tym celu musimy zrozumie¢ strukture grafu stanow.

Twierdzenie 12 (Cykle obrotéw bitowych w grafie).

Dla dowolnych liczb naturalnych a @ m takich, ze a < m, graf ,G™ sktada si¢
z roztgcznych cykli prostych takich, Ze kazdy nastepny wierzcholek w cyklu
jest reprezentowany przez kolejne obroty bitowe stanu. Dodatkowo, krawedzie
tego cyklu majq jedynie etykiety 0 oraz m odpowiednio w zaleznosci od tego
czy pierwszym wyrazem stanu byto 0 lub 1. Krawedzie lgczqgce rézine cykle
obrotow bitowych nazywamy krawedziami tgczgeymi, a poczgtki © konce tych

krawedzi odpowiednio punktamsi wyjscia i wejscia.

Idea tworzenia najdtuzszych ciggdéw zonglerskich pierwszych, a wiec cykli
prostych w grafie stanoéw, polega na pozostawaniu jak najdtuzej w kazdym
cyklu obrotéw bitowych, po ktéorym nastepuje zmiana cyklu przez krawedz
taczaca i procedura powtarza sie, az nie pozostanie juz wiecej cykli. Uzasad-

nieniem takiego dziatania jest ponizsze twierdzenie.
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Twierdzenie 13 (Zmiana cyklu obrotéw bitowych).
Przejscie przez kazdg krawedz tgczgcq powoduje ominiecie jednego wierzchotka

w cyklu obrotow bitowych.

Whniosek 4.
Maksymalna dlugosé ciggu Zonglerskiego pierwszego to ilo$¢ wierzchotkow

w grafie stanow minus ilo$¢ cykli obrotow bitowych.

Podamy teraz wzér na doktadne obliczanie tej liczby.

Definicja 18 (Funkcja ¢ Eulera).
Dla dodatniej liczby naturalnej n okreslamy funkcje Eulera o : N — N wzorem

ww=n(1-5) (=) (-5)

gdzie py,pa, ... pr S¢ czynnikami pierwszymi liczby n bez powtorzen. Inaczej
mowige, funkcja o(n) przypisuje liczbie n ilo$é liczb wzglednie z nig pierw-

szych mniejszych lub réwnych od n.

Twierdzenie 14 (Gérne ograniczenie dtugosci ciggu zonglerskiego pierwsze-
g0).
Dla dowolnych liczb naturalnych a i m takich, Ze a < m, dtugosé maksymal-

nego ciggu zonglerskiego pierwszego w ,S™ jest z gory ograniczona przez

()3 wa(2)

Ciggi Zonglerskie pierwsze, ktorych dtugosé jest rowna ograniczeniu gérnemu

nazywac bedziemy zupelnymi, a pozostate niezupelnymi.

Uwaga 1.
Dla pewnych trywialnych grafow standéw, ktore zawierajg tylko jeden cykl
obrotow bitowych, maksymalna dlugosé ciggu Zonglerskiego pierwszego wynost

(Z‘), czyli wiecej niz podaje ograniczenie z powyzszego twierdzenia.
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Okazuje sie, ze w zaleznosci od liczb m i a, ciagi zonglerskie pierwsze
o maksymalnej dtugosci moga by¢ zupetlne lub nie. Pytanie o to dla jakich
liczb istnieja ciagi zonglerskie zupetne pozostaje pytaniem otwartym. Znany

jest jedynie czesciowy rezultat, ktory przedstawiamy ponizej.

Twierdzenie 15 (Dietrich Kuske).
Jesli a jest liczbg naturalng i a > 2, to w ,S** nie ma ciggdw Zonglerskich

zupetnych.

Dowdd. Zalézmy, ze w ,S** istnieje ciag zonglerski zupelny. Rozpatrzmy
cykl obrotéw bitowych dlugosci dwa w ,G** zlozony ze stanéw 1010.. .10
oraz 0101...01. Jedynym punktem wejscia i wyjscia z tego cyklu jest stan
1010...10. Najpierw pokazujemy, ze poprzednikiem stanu 1010...10 jest
100101 ...01. Poniewaz stan musi by¢ postaci 10M3M, ... Ms,, jedyng moz-
liwodcig otrzymania stanu rozpoczynajacego sie jedynka jest krawedz ety-
kietowana jedynka, wiec jest to 100101...01. Analogicznie, nastepnik stanu
1010...10 musi mie¢ forme M;Ms ... My, 210, wiec po przejéciu krawedzia
z etykieta 2a — 1 otrzymamy stan 0101 ...010110. Okazuje si¢ jednak, ze sta-
ny 100101...01 oraz 0101...010110 nalezg do tego samego cyklu obrotéw
bitowych wiec graf stanéw musi mie¢ doktadnie dwa cykle. Jednak dla a > 2

prowadzi to do sprzecznosci. [

2.2.2. Komputerowe badanie ciggéw zonglerskich

pierwszych o maksymalnej dlugosci

W dzisiejszych czasach, dzieki rozwojowi komputeréw, mozemy odpowiedzie¢
na pytanie o zupetnos¢ dla pewnych zbioréw ciggdéw zonglerskich. Niestety
problem ten, réwnowazny pytaniu czy w grafie skierowanym istnieje cykl
prosty o zadanej dlugosci jest zagadnieniem NP-zupelnym [6]. Mimo to
mozemy znalez¢ rozwigzanie dla graféow o matych rozmiarach. Co wiecej Jack

Boyce w [2] prezentuje metode, ktéra znacznie przys$piesza obliczenia.



2.2.  Ciggi zonglerskie pierwsze 29

Twierdzenie 16 (Odwrécenie ciagu zonglerskiego pierwszego [2]).
Niech a i m bedg liczbami naturalnymi takimi, Ze a < m. Niech s bedzie
ciggiem zonglerskim zupetnym w ,S™. Rozpatrzmy stany, ktore nie nalezq do

cyklu prostego odpowiadajgcego s,

M, = My Mig... Mym,
My = My 1Moo ... Moy,

MQ(a,m) = MQ(a,m),lMQ(a,m),Q e Mﬂ(a,m),m~
Okazuje sie, ze po odwroceniu kazdego z tych standw otrzymamy nowe stany

/

M = My Mgy ... My,
/

M2 == MZ,mM2,m71 e M2 1

g)(mm) = MQ(a,m),mMQ(a,m),mfl cee MQ(a,m),la

ktore sq stanami pewnego ciggu Zonglerskiego s' = 515y ... Sq(a,m). Ponadto
kolejne wyrazy ciggu s’ sq réznicg m oraz kolejnych etykiet krawedzi tgczqcych

ws. Ciggi ' o takiej wlasnosci bedziemy nazywac super pierwszymi.

Na mocy powyzszego twierdzenia problem szukania najdtuzszych cykli
sprowadziliémy do zagadnienia znajdowania ciagéw zonglerskich super pierw-
szych, czyli takich cykli prostych w grafie stanéw, ktore maja doktadnie po
jednym wierzchotku z kazdego cyklu obrotéow bitowych stanéw. Cykle te sa

jednak znacznie krétsze, co przys$piesza dzialanie algorytmu.

Twierdzenie 17 (Dualne ciagi zonglerskie [2]).

Niech a i m bedg liczbami naturalnymi takimi ze, a < m. Wtedy dla kazdego
ciggu Zonglerskiego s = s153...5,_15, € ,S™ jego ciggiem Zonglerskim
dualnym nazywamy cigg ' = (m — s,)(Mm — $p_1) ... (M — s9)(m — 7).
Okazuje, sie ze s’ € S™. Ponadto, jesli cigg Zonglerski s jest pierwszy, to
rowniez jego cigg dualny s’ jest pierwszy. Dlatego szukanie zupelnych ciggow

zonglerskich pierwszych mozna ograniczyé do przypadku kiedy m > 2a.
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Przy uzyciu programu “Jdeep” [3] w ktérym zaimplementowano algo-
rytm szukania ciagéw zonglerskich pierwszych oraz sprawdzania zupetnosci
z uwzglednieniem powyzszych twierdzen przeprowadziliémy obliczenia dla
roznych parametréow. W tabeli 2.3 przedstawiamy wyniki tych obliczen. Pola
pogrubione i umieszczone w okregach przedstawiaja nowe wyniki, natomiast
reszta jest potwierdzeniem wynikow uzyskanych wczesniej przez autora pro-
gramu.

Analizujac przedstawione w tabeli 2.3 wyniki obliczen widzimy, ze istnieja
zbiory ciagéw zonglerskich niezupelnych inne niz postaci m = 2a. Co wigcej

wszystkie dotychczas zaobserwowane inne zbiory niezupelne maja a = 3.
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Tabela 2.3. Zestawienie zupelnosci dla réznych zbioréow ciggéw zonglerskich
1 - Ciagi niezupelne na mocy twierdzenia 15.
2 - Ciagi niezupelne dualne na mocy twierdzenia 17.

3 - Po uplywie 23 dni obliczenia zostaly przerwane.
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ROZDZIAL 3

Uogoélnienia ciggéw zonglerskich

W ostatnim, trzecim rozdziale przedstawiamy pewne uogélnienia ciggdéw zon-
glerskich, ktore w naturalny sposéb pojawity sie na skutek rozwoju matema-
tycznego opisywania zonglerki. Rozwazamy takze, czy dla zbioréw ciggow

zonglerskich mozna zdefiniowaé¢ pewne struktury algebraiczne.

3.1. Multipleksowe ciggi zonglerskie

Pierwszym, do$¢ naturalnym sposobem na uogdlnienie jest rezygnacja z za-
tozenia, ze w kazdej chwili w rece znajduje si¢ co najwyzej jeden przedmiot.
7 tego wynika, ze mozliwe jest wyrzucenie wielu przedmiotow w tym samym
momencie. Prowadzi to do definicji multipleksowych ciagéw zonglerskich,
ktorych elementami nie sa juz liczby naturalne a zbiory z powtérzeniami
liczb naturalnych. Formalng definicje przedstawiamy ponizej, przy czym ze
wzgledu na przyjety standard, zbiory z powtorzeniami bedziemy umieszczad

w nawiasach kwadratowych.

Definicja 19 (Multipleksowe ciagi zonglerskie).
Mutipleksowym ciggiem Zonglerskim nazywamy ciqg zbiorow z powtorzeniami
liczb naturalnych s = 515y ... S, = [sts? ... s%[shs? .. s3] .. [s},s2 ... 5],

n» n n

jezeli spetniony jest nastepujocy warunek

v }|Si\:]{s§:3§?+j (mod n) =4,j €{l,....,n}, ke {l,...,d;}}|

ie{l,...,

W tym rozdziale ciggi te oznaczymy jako M. Ponadto utozsamiamy multi-
pleksowe ciagi zonglerskie, ktore réznig si¢ jedynie liczbg elementéw zerowych

w zbiorach bedacych elementami ciggu.

33
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Fakt 2.
Kazdy cigg Zonglerski, po zamianie jego elementow na singletony tych ele-

mentow, jest multipleksowym ciggiem Zonglerskim.

Na przyktad ciag zonglerski 423 mozemy przeksztatci¢ na multipleksowy ciag
zonglerski [4][2][3].

Mimo, ze multipleksowe ciagi zonglerskie sg struktura duzo bogatsza, to
mozna dla nich zdefiniowaé¢ w sposéb analogiczny, wickszos$¢ twierdzen odno-
szacych sie do zwyktych ciagow zonglerskich. Czesé z nich krétko omowimy

ponize;j.

Definicja 20 (Wartosé srednia multipleksowych ciagéw zonglerskich).
Dla multipleksowego ciggu Zonglerskiego s jego wartosc srednig a definiujemy

wzorem

a= 33

i=1 j=1

Twierdzenie 18 (Twierdzenie o wartosci $redniej dla multipleksowych cia-
gbéw zonglerskich).
Wartosé srednia a multipleksowego ciggu zZonglerskiego s, zdefiniowana jak

powyzej, jest zawsze liczbg naturalng.

Mozemy zdefiniowa¢ réwniez rézne podzbiory multipleksowych ciagow

zonglerskich.

o« M™ - multipleksowe ciggi zonglerskie ograniczone przez m, w ktorych

ograniczony przez m jest kazdy elementy sg .

« M, - multipleksowe ciagi zonglerskie o okreslonej dtugosci, przy czym
bierzemy pod uwage dtugos¢ ciggu niezaleznie od mocy poszczegdlnych

zbiorow.

o M - multipleksowe ciggi zonglerskie o okreslonej sredniej zadanej w de-
finicji 20.
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Podobnie mozemy okresli¢ tez zbiory My, M™, M

n’a

> oM utworzone ze
zdefiniowanych powyzej. Okazuje sie, ze dla dowolnych liczb naturalnych
a oraz m takich, ze a < m, oraz dowolnego multipleksowego ciagu zongler-
skiego s € ,M"™ mozemy okresli¢ jego stan ¢(s), ktory teraz nie bedzie juz
ciggiem binarnym a ciggiem dhugosci m o wartos$ciach naturalnych, ktorych
suma wyrazow wynosi a. Istnienie stanow i ich skonczona, choé¢ znacznie
wieksza, liczba umozliwia nam konstrukcje graféow stanoéw. To otwiera droge
do powtdérzenia innych rozwazan z rozdziatu drugiego. Mozemy wiec mowic¢
o multipleksowych ciggach zonglerskich pierwszych czy twierdzeniu o fak-
toryzacji. Prawdziwy okazuje sie rowniez fakt, ze M € REG dla kazdego
m € N. Poza wieloma podobienstwami okazuje sie, ze o multipleksowych

ciaggach zonglerskich mozemy powiedzie¢ cos wiecej.

Definicja 21 (Dziatanie sktadania multipleksowych ciagéw zonglerskich).
Niech bedqg dane dwa multipleksowe ciqgi zonglerskie s = S1Sy ... S, orazs' =
S15%...S! nalezace do M,,. Wtedy definiujemy dwuargumentowe dziatanie

sktadania, ktore oznaczamy przez ®, dane wzorem

s®s =(S1US))(S,USs)...(S,US)).

Twierdzenie 19 (O wartosci Sredniej ztozenia).
Niech s € M, orazs' € ,M,. Wtedys®s' €, M,.

Definicja 21 umozliwia sktadanie jedynie ciagéw o réwnej dtugosci. Mozna
jednak w do$¢ naturalny sposob zdefiniowaé ja w sytuacji ogdlnej, powtarza-

jac kazdy ciag tyle razy by uzyskaé¢ wspolng dtugosé.

Definicja 22 (Dziatanie sktadania dla réznych dtugosci).
Niech bedg dane dwa multipleksowe ciggi Zonglerskie s = 5153 ....S, oraz
s’ =5155...5]. Niech c = NWW(n,l). Wtedy

s®s =(ss...s)®(s'¢...¢).

[ c
= razy 7 razy
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Wnhiosek 5.
Niech s € M, orazs' € ,M,,. Wtedys®s' € oo MNww ()

Twierdzenie 20 (O rozkladzie).

Zatozmy, zZe utozsamimy zwykle ciggi Zonglerskie z multipleksowymi ciggamsi
zonglerskimi ztozonymi z singletondéw elementow ciggu Zonglerskiego. Wtedy,
kazdy multipleksowy cigg Zonglerski jest iloczynem zwyktych ciggow Zongler-

skich wzgledem dzialania @ przy czym rozktad ten nie jest jednoznaczny.

Przyktad 4.
By zilustrowaé powyzsze prezentujemy teraz kilka przyktadow. Warto zauwa-

zyé, ze podpunkt 4 dowodzi niejednoznacznosci rozktadu.
1. [54][2][4] = 504 ® 420.
2. [54][22][2] = 522 ® 420.
3. 333 =3®3®3.
4. [43][2][3] = 423 ® 300 = 420 ® 303.

Dzigki twierdzeniu o rozktadzie okazuje sie, ze multipleksowe ciagi zon-
glerskie, mimo duzo bogatszej struktury sa w pewnym sensie “zbudowane” ze
zwyktych ciagéw zonglerskich. Na tej obserwacji konczymy omawianie mul-

tipleksowych ciagéw zonglerskich.

3.2. Ciagi zonglerskie o wartosciach

catkowitych

W poprzednim podrozdziale podaliSmy sposéb uogélnienia ciagéw zongler-
skich, bardzo naturalny z punktu widzenia zonglerki, jednak stosunkowo
skomplikowany z matematycznego punktu widzenia. Teraz przedstawiamy
zupetnie przeciwne uogolnienie, ktoére jest bardzo naturalne z punktu wi-

dzenia matematyka, jednak jego interpretacja zonglerska jest co najmniej
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egzotyczna. W przypadku ciggéw zonglerskich zaktadamy, ze wyrazami cia-
gu sa liczby naturalne. Teraz ostabimy to zatozenie dopuszczajac takze liczby

ujemne.

Definicja 23 (Ciagi zonglerskie o wartosciach catkowitych).
Ciggami zZonglerskimi o wartoSciach catkowitych nazywamy elementy zbioru
U=A{(si)i.y €Z": ¥ s;+j#s,+k (modn), neN}
1<j#k<n
Réwniez dla ciagdéw zonglerskich o wartosciach catkowitych mozemy poka-
zaé definicje i twierdzenia analogiczne jak dla zwyktych ciagéow zonglerskich.
Oczywiscie pojawig sie drobne roznice takie jak fakt, ze érednia nie jest juz
liczba naturalng tylko catkowita. Nie bedziemy tu kontynuowaé tych rozwa-
zan. Zamiast tego zastanowimy sie nad interpretacjg w kontekscie zonglerki.
W zwyktych ciagach zonglerskich wyrazy okreslaja w pewnym sensie czas
pomiedzy kolejnymi wyrzutami. Dopuszczenie liczb ujemnych powoduje, ze
przedmiot zostaje zlapany zanim zostal wyrzucony, czyli inaczej mowiac
porusza si¢ do tylu w czasie. Mimo, iz wydaje sie, ze nie ma to wickszego
sensu Andrew Conway zaproponowal w [5] teoretycznie mozliwa fizyczna

realizacje.

Fakt 3 (Zonglerka wysokich energii).

Zonglerka wysokich energii opiera si¢ na kilku postulatach

e Przedmiot zbudowany z materii, poruszajocy sie do tylu w czasie, jest
rownowazny przedmiotow: zbudowanemu z antymaterii, poruszajgcego

sie w czasie do przodu.

o Jesli przedmiot z materii © antymaterii znajdg sie jednoczesnie w rece,

nastepuje anihilacja © cata masa zamienia sie w energie.

o W kazdym momencie, poprzez dostarczenie duzej energii, moze nastqgpic
natychmiastowa kreacja pary przedmiotow, jednego z materii i drugiego

z antymaterii.
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Oczywiscie interpretacja ta mimo, ze mozliwa teoretycznie jest raczej
humorystyczna ze wzgledu na fakt ze energia wyzwolona przy anihilacji
i potrzebna do kreacji bylaby olbrzymia zgodnie z réwnaniem E = mc?.

Oprécz dwoch przedstawionych powyzej sposobow na uogdlnienie ciggdw
zonglerskich, istnieje wiele innych, czesto uzywanych w praktyce przez zon-

glerow. Sa to miedzy innymi:

« Notacja synchroniczna - wykorzystywana przy wykonywaniu wyrzutow

jednoczesnie kilkoma rekami,

« Notacja synchroniczno-asynchroniczna - bedaca polaczeniem standar-

dowych ciggéw zonglerskich i notacji synchronicznej,

o Préchac notatnion - stuzaca do opisu zonglerki wieloosobowej z naci-

skiem na kazda osobe oddzielnie,
e 4-hand notation - uzywana przy opisie zonglerki dwuosobowej,

o Causal Diagrams - przedstawiajaca zonglerke wieloosobowa w postaci

graficznej,

o Multi-hand notation - zapisuje zonglerke wieloosobowa w postaci ma-

cierzowej.

Okazuje sie jednak, ze wymienione powyzej uogélnienia nie sg zbyt inte-
resujace pod wzgledem matematycznym, wiec nie przedstawimy ich szczego-
towych opiséw. Zamiast tego zastanowimy sie nad innym aspektem a mia-

nowicie strukturami algebraicznymi.

3.3. Struktury algebraiczne na zbiorach
ciggéw zonglerskich

W celu zbudowania pewnych struktur algebraicznych na zbiorach ciaggéw zon-

glerskich lub ich uogoélnien beda potrzebne nam dziatania. W poprzednich
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czesciach pracy pojawity sie dwie kandydatury na takie dziatanie dwuargu-
mentowe. Mianowicie sktadanie multipleksowych ciggdéw zonglerskich przed-
stawione w definicji 22 oraz konkatenacja ciggow ktora formalnie prezentu-

jemy ponizej.

Definicja 24 (Konkatenacja ciagdw).
Dane sq dwa ciggi a = ajay...a, oraz b = biby...b,,. Wtedy definiujemy

dziatanie dwuargumentowe konkatenacji, ktore bedziemy oznaczaé ©® wzorem
a@b:alaQ...anble...bm.

Podstawowym pytaniem jest: w jakich podzbiorach ciagéw zonglerskich

i ich uogélnien, dziatania ® oraz ® sa wewnetrzne i jakie majg whasnosci.

Definicja 25 (Ciagi zonglerskie o okreslonym stanie).
Niech l\ggm oraz l\ng bedg zbiorami ciggow Zonglerskich oraz multiplekso-

wych ciggow zZonglerskim o okreslonym stanie M, czyli odpowiednio
Msm = {s € ,S™: ¢(s) = M},

MM™ = {m € M™ : ¢(m) = M}.

Twierdzenie 21 (Wtasnosci dziatania ®).

Niech a oraz m bedg dowolnymi liczbami naturalnymi takimi, Ze a < m,
natomiast M dowolnym stanem w ,S™ lub M™. Wtedy dziatanie © jest
wewnetrzne w zbiorze l\gSm i w zbiorze l\iMm Ponadto dziatanie ® jest tgczne
i nieprzemienne. Dodatkowo, jesli dodamy do kazdego z powyiszych zbiorow
ciqg pusty, ktory oznaczamy symbolem X, to bedzie on elementem neutralnym
tego dziatania. Wtedy (MS™ X\, ®) oraz (MM™, X\, ®) sq¢ monoidami.

Jak pokazuje powyzsze twierdzenie, dzieki dziataniu ©® otrzymalismy
pewne stosunkowo proste struktury algebraiczne na pewnych podzbiorach.
Warto zauwazy¢, ze sa to monoidy nieskonczone nieprzemienne. Przejdzmy

teraz do analizy drugiego dziatania.
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Twierdzenie 22 (Wtasnosci dzialania ®).

Dziatanie ® w wersji uogolnionej dla ciggow roznych dlugosci jest dziataniem
wewnetrznym w catym zbiorze M. Jest ono tgczne i przemienne. Ponadto jesli
za e wezmiemy caly zbior tych multipleksowych ciggow Zonglerskich, w kto-
rych Zaden zbidr nie zawiera elementéow roznych od 0, to e bedzie elementem
neutralnym dziatania. Wtedy (M, e, ®) jest nieskoriczonym monoidem prze-

miennym.

Zdefiniowaliémy wiec dwa dzialania i pewne struktury algebraiczne dla
pewnych podzbiorow ciggéw zonglerskich. Interesujacym zagadnieniem mo-
globy by¢ przeanalizowanie, czy w podzbiorach multipleksowych ciagéw zon-
glerskich o wartosciach catkowitych mozliwe bytoby zbudowanie bardziej zto-
zonych struktur, na przyktad grup. Jednak wymagaloby to nowej definicji

dziatania sktadania i wychodzi poza zakres tej pracy.



Z.akonczenie

W powyzszej pracy przedstawiliSmy wybrane zagadnienia z teorii ciggéw
zonglerskich i ich uogélnien w szczegdlnosci skupiajac sie na aspektach kom-
binatorycznych i teoriografowych. ZwrociliSmy réwniez uwage na wtasnosci
teoriomnogosciowe, struktury algebraiczne, pewne analogie z teorii liczb oraz
jezyki formalne. W szczegdlnosci podalidémy tez nowe wyniki doswiadczalne
dotyczace ciagow zonglerskich pierwszych. Mimo, Ze teoria ta nie jest zbyt
popularna, a dysertacja ta jest prawdopodobnie pierwsza praca naukows
w jezyku polskim, to oméwiliémy jedynie czes¢ wszystkich zagadnien. Po-
nizej przedstawiamy czes¢ z innych istotnych kierunkéw badan teorii ciggoéw

zonglerskich, ktore ze wzgledu na rozmiar pracy, nie zostaty omowione.

o Zwiazki ciagow zonglerskich z teorig weztéow i grupami warkoczowymi

oméwione w [14].

o Zagadnienia probabilistyczne i btadzenie losowe w grafie stanow przed-

stawione w [19].
e Inne nieomoéwione uogdlnienia ciggdw zonglerskich.
o Twierdzenia Shannona opisane w jego pracy [18].
o Zwiazki z geometria przedstawione w [11].
« Inne bardziej specyficzne zagadnienia takie jak zawarte w [7].

o A takze wiele aspektéw nie do konca zwigzanych z teorig ciggéw zon-
glerskich, ale powigzanych z innymi matematycznymi metodami opisu

zonglerki, fizyki ruchu czy nawet zonglujacych robotéw.

W teorii tej zostaje tez wiele nowych kierunkéw rozwoju jak i probleméw
otwartych takich jak przedstawione zagadnienia ciagdéw zonglerskich pierw-
szych. Uwazamy, ze badania komputerowe, przeprowadzone w ramach two-

rzenia tej pracy, ktére daty kilka nowych wynikéw, w pewnym minimalnym

41
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stopniu przyblizaja nas do rozwigzania tych probleméw otwartych. Mamy
rowniez nadzieje, ze czytelnik po zapoznaniu sie z zawartoscia tej pracy, za-
interesuje si¢ tematyka ciagow zonglerskich i bedzie kontynuowat zglebianie

tej teorii.
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Oswiadczenie

Ja, nizej podpisany o$wiadczam, iz przedtozona praca dyplomowa zostata
wykonana przeze mnie samodzielnie, nie narusza praw autorskich, intereséw

prawnych i materialnych innych oséb.
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